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Аннотация. В статье изложены результаты определения гидродинамических и геометри-

ческих параметров двухслойной струи, необходимые для анализа процесса движения в ней 

частиц твердого материала.  

На основе теории турбулентных струй с использованием модели идеальной жидкости рас-

смотрены процессы смешения струй, движущихся с различными скоростями (причем скорость 

нижней струи больше скорости верхней) и образования после их смешения двухслойной 

струи. Рассмотрены основные зоны смешения: начальная зона, в которой для одних парамет-

ров смешения использован профиль скоростей в виде профиля Шлихтинга, и основная зона, в 

которой для их определения использован полуэмпирический метод.  

В заключении на основании рассмотренных уравнений получены зависимости длины зо-

ны смешения от кинематических характеристик струй. 

Ключевые слова: гидродинамические струи, зоны смешения, двухслойная струя, пара-

метры, турбулентность. 

 

Введение. Совершенствование технологий и аппаратов обогащения уголь-

ных шламов является одной из актуальных задач современного углеобогаще-

ния, что предопределило разработку нового вида оборудования – сепаратора с 

разделительной гидроповерхностью [1, 2].  
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Отличительной особенностью этого сепаратора является наложение гидро-

динамических струй конусной формы друг на друга и образование двухслойной 

струи, в которой твердые частицы переходят из верхней струи через нижнюю в 

породный продукт [3, 4]. Различие в скоростях движения двух потоков предо-

пределяет необходимость расчета их гидродинамических параметров позво-

ляющих только тяжелым частицам проникать через гидроповерхность в пород-

ный продукт, а легким уноситься ею в концентратный продукт. 

Для определения геометрических параметров двухслойного потока жидко-

сти использована теория турбулентных струй. 

Теоретическая часть. Модель идеальной жидкости служит в данной задаче 

для определения геометрических параметров струи. Принималось [5], что про-

дольная скорость по сечению струи постоянна, т.е. было принято, что смешение 

потоков произошло. Однако, в реальности, смешение определяется турбулент-

ным переносом масс жидкости поперек течения и для полного смешения необ-

ходима определенная длина (рис.1). Для определения параметров течения вос-

пользуемся теорией турбулентных струй. Примем, что ось s  направлена вдоль 

струи, а ось n  ей перпендикулярна, тогда в соответствии с теорией пограничного 

слоя и теорией турбулентных струй, пренебрегая кривизной, можно записать [6] 
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где l  путь смешения;   постоянный коэффициент; характерный масштаб, 

обычно это или толщина зоны смешения или толщина струи. 

В соответствии с теорией всю область струйного смешения можно разбить 

на две области: зона смешения (первый и второй начальный участок) и основ-

ной участок (рис.1).  

Рассмотрим первую начальную зону смешения (рис.2). Принимая во внима-

ние, что продольные скорости можно принять постоянными (в данном случае 

они разные), можно принять течение на этом участке, как плоский слой смеше-

ния. В этом случае профиль скорости в зоне смешения может быть представлен 

в виде профиля Шлихтинга [7]. 

 



ISSN 1607-4556 (Print), ISSN 2309-6004 (Online)  Геотехнічна механіка. 2015. №120 

 

138 

 
 

Рисунок 1 – Зона смешения и основной участок струи 
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где Nn  нижняя граница зоны смешения; Wn  верхняя граница зоны смеше-

ния; WN U,U  соответственно скорости потоков на этих границах. 

 

 
 

Рисунок 2 – Первая начальная зона смешения 

 

В этой зоне значения WN U,U  постоянны и раны соответственно начальным 

скоростям 00 WN U,U . 

Отсчет n  ведется от линии, проходящей через точку разрыва начальных 

скоростей. Из теории для плоских слоев смешения следует, что толщина слоя 

смешения равна [8] 
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где  толщина слоя смешения; OW , nW  и wW  коэффициенты пропорциональ-

ности (рис. 3); 0970. эмпирический коэффициент [9]. 

 

 
Рисунок 3  Зависимость величин OW , nW  и wW  от значения m  

 

Первая начальная зона смешения закончится тогда, когда нижняя граница 

Nn  достигнет нижней границы струи в точке: 
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Nnh  .      (10) 

 

С учетом формул (3-9) [1] выражение (10) преобразуется в квадратное урав-

нение 

 

02  zWzz , 

 

искомое решение, которого имеет следующий вид (рис. 4): 

 

 

 
Рисунок 4  Зависимость величин 1z  от значения m  при различных значениях   
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С учетом выражения (11) длина первой начальной зоны смешения опреде-

ляется по формуле  
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После завершения первой зоны смешения, следует небольшая переходная 

область (рис. 5), и начинается вторая начальная зона смешения, для которой 

максимальной скоростью является скорость на нижней границе струи, которая 

изменяется по длине струи. 

 
Рисунок 5 – Вторая начальная зона смешения 

 

В этой переходной области изменение максимальной скорости на оси плос-

кого слоя происходит по закону [10] 

 

S

ST

WN

WM

Rs

S

UU

UU







,    (15) 

 

1308.1 SMST SS  , 

 

где STS  длина переходной области от начала струи (рис. 5); MU  максималь-

ная скорость в зоне смешения, изменяющаяся по длине струи скорость; NU , 

WU  постоянные в рассматриваемой области скорости струи. 

В рассматриваемой области толщина зоны смешения изменяется по закону 
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где c коэффициент пропорциональности, равный 0,22. 

С использованием формулы (15) выражение для описания закона изменения 

максимальной скорости в рассматриваемой области струи можно записать в 

следующем виде 
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Подставляя (17) в (16), после проведения некоторых преобразований с уче-

том (2)  (9), получим следующее уравнение с соответствующим начальным 

условием 
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Уравнение (18) является дифференциальным уравнением первого порядка с 

разделяющимися переменными, решение которого, удовлетворяющее началь-

ным условиям (19), с учетом (2)  (9), записывается в виде: 
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Основной участок турбулентной струи начинается, после того как   стано-

вится равной ширине струи h . Для определения координаты начала основного 

участка приравняем выражения (19) [5] и (21), и преобразовав эту зависимость, 

с учетом формул (20) и (13), получим нелинейное уравнение (рис. 6  8): 
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Рисунок 6  Зависимость величин  mW  от значения m  
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Рисунок 7  Зависимость величин  mA  от значения m  при разных значениях 
k



 
 

1

1.5

2

2.5

3

0.55 0.65 0.75 0.85 0.95
m

z

0.008

0.04

0.048

 
Рисунок 8  Зависимость величин 2z  от значения m  при различных значениях   
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Решение уравнения (22) для рассматриваемых диапазонов входящих в него 

величин, было получено, числено, с помощью метода дихотомии отрезка 

(рис. 6). Для этой зоны также может быть использован профиль Шлихтинга, за-

писанный, с учетом особенностей структуры потока, в следующем виде 
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где MU  максимальная скорость в зоне смешения, изменяющаяся по длине 

струи скорость; WU  по-прежнему постоянна. 

Величина максимальной скорости на нижней границе струи будет меняться 

по длине рассматриваемой области и на левой ее границе значение этой скоро-

сти рассчитывают с учетом выражений (6), (9), (12)  (14), (17) а также числен-

ного решения уравнения (22): 
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Результаты анализа численного решения (25), показывают, что с достаточ-

ной степенью точности рассматриваемую зависимость можно аппроксимиро-

вать следующей функцией: 
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Таким образом, разница скоростей на верхней и нижней границах струи в 

начале завершающего участка составит (рис. 9): 
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Для оценки параметров зон смешения в предыдущих разделах были исполь-

зованы известные формулы, однако для рассматриваемого участка турбулент-

ной струи (рис. 10) таких формул нет, поэтому необходимо воспользоваться 

приближенным полуэмпирическим методом.  
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Рисунок 9  Зависимость величин 
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 от значения mпри различных значениях   

 

 

 
Рисунок 10 – Турбулентная струя 

 

При этом в качестве ширины зоны смешения участвует толщина струи h : 
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Используем широко применяемый интегральный метод, согласно которому, 

умножив левую и правую части уравнения (1) на su , получим 
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после чего, интегрируя уравнение (27) и уравнение неразрывности по n , полу-
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чим уравнения вида 
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Предполагая, что распределение продольной скорости по высоте струи под-

чиняется профилю Шлихтинга, то с использованием формул (23) и (24), для оп-

ределения скорости и ее производной можно записать 
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где WM UU ,  скорости, соответственно на нижней и верхней границах струи. 

Зависимости (30) – (32) позволяют, перейдя к пределам интегрирования от 

нуля до 1, после соответствующих преобразований получить удобные выраже-

ния для рассматриваемых интегралов: 

 

 3
2

0

2
849,16

WM

h

UU
h

dn
n

u

n
u 
















 ,    (33) 

 

 hUUUUUUdnu WMWWMM

h
3223

0

3 1,11,31,344,9  .  (34) 

 

Правая часть выражения (34) без потери точности может быть заменена ку-

бом разности соответствующих скоростей: 

 

  hUUdnu WM

h
2

0

3 44,9  .    (35) 
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С учетом кинематическими условиями на нижней и верхней границе струи, 

а также формул (9) – (11) [5]и (29) – (35), уравнения (28) и (29) преобразуются к 

следующему виду: 

 

  shUUUG WMW  45,0 ,    (36) 

 

    3
2

2
3

57,3 WMWM UU
h

sl
shUU

ds

d
 .   (37) 

 

С учетом величин скоростей на верхней и нижней границах струи формулу 

(36) можно упростить следующим образом: 

 

sh
U

G

W

 , 

 

что позволяет, с учетом выражения (26) уравнение (37) преобразовать к виду: 

 

 
 

s
G

U
,

ds

UUd

UU

WWM

WM

0110
1





.   (38) 

 

Решение уравнения (38) при неоднородных начальных условиях записыва-

ется в виде экспоненциальной функции 

 
2006,0

e
s

G

U

WM

W

UUU


 .   (39) 

 

Учитывая асимптотический характер экспоненты в области нуля и беско-

нечности, для оценки длины струи на котором произойдет выравнивание ско-

ростей, будем использовать следующее предположение: 

 

nWM

U

UU 



10 ,     (40) 

 

где U разница скоростей на верхней и нижней границах струи в начале за-

вершающего участка;n  – степень точности, целое и положительное число. 

С учетом (40) решение (39) может быть переписано в следующем виде 

(рис. 11): 

 

W

n
U

nG
s 20 .     (41) 
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Рисунок 11 – Зависимость ns  от кинематических характеристик струи  

при разных значения n  

 

Однако формула (41) показывает насколько сильно снижается относитель-

ная величина, а для оценки абсолютного значения длины рассматриваемого 

участка струи необходимо формулы (28) и (39) рассматривать совместно: 

 

 
2006,0

011,0ln3494,0

0114,0
e1

9079,0 s
G

U

WWM

W

mUUU














 .  (42) 

 

Применяя к выражению (42) аналогичный подход запишем следующее не-

равенство 

 

  n
s

G

U

W

W

mU 


 










10e1
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2006,0

011,0ln3494,0

0114,0
, 

 

которое несложно преобразовать к виду (рис. 12): 

 
     Vln,ln,mln,S ,,,ln,   0114001140011034940 11119112 , 

 

W
nUV 10 , 

 

G

U
sS W
F . 
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б) 

 
Рисунок 12 – Зависимость S  от кинематических характеристик струи при разных  

значения  : А)  =0,04; Б)  =0,048 
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Выводы. Таким образом, получены выражения для определения всех пара-

метров двухслойной струи, необходимых для анализа процесса движения в ней 

частиц твердого материала. В заключении на основании полученных уравнений 

получены зависимости длины зоны смешения от кинематических характери-

стик струй. 
_____________________________________ 
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Анотація. В статті викладено результати визначення гідродинамічних і геометричних 

параметрів двошарового струменя, необхідного для аналізу процесу руху в ньому частинок 

твердого матеріалу. 

На основі теорії турбулентних струменів з використанням моделі ідеальної рідини розг-

лянуто процеси змішування струменів, що рухаються з різними швидкостями (причому шви-

дкість нижнього струменя більше швидкості верхнього) та створення після їх змішування 

двошарового струменя. Розглянуто основні зони змішування: початкова зона, в якій для од-

них параметрів змішування використано профіль швидкостей у вигляді профілю Шліхтінга, і 

основна зона, в якій для їх визначення використано напівемпіричний метод. 

У висновку на підставі розглянутих рівнянь отримано залежності довжини зони змішу-

вання від кінематичних характеристик струменів. 

Ключові слова: гідродинамічні струмені, зони змішування, двошаровий струмінь, пара-

метри, турбулентність. 

 

Abstract. The paper represents results on determining hydrodynamic and geometric parameters 

of the two-layer jet, which are needed for analyzing process of solid material particles moving in the 

jet. 

Shifting processes of the jets moving with different velocities (velocity of the lower jet is great-

er than velocity of the upper jet) and formation of a two-layer jet after the jets mixing are considered 

on the basis of a theory of turbulent jets and model of the frictionless liquid. Main zones of shifting 

are considered: an initial zone where velocity profile in the form of the Shlihting profile is used for 

some parameters of the shifting, and a main zone where a semiempirical method is used for deter-

mining these parameters.  

On the grounds of the obtained equations the dependences between length of the mixing range 

and kinematic characteristics of jets are obtained. 

Keywords: hydrodynamic jets, mixing ranges, two-layer jet, parameters, turbulence. 
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Аннотация. Предметом исследования являются расходно-напорные характеристики ма-

гистралей трубопроводных систем технологий гидромеханизации, состоящих из участков 

стальных и полиэтиленовых труб. Целью исследования является разработка методики проек-

тировочного расчета таких трубопроводных систем для гидротранспорта полидисперсных 

материалов, содержащих частицы с различной плотностью. В статье приводятся формулы 

для расчета критического диаметра трубопровода, а также гидравлического уклона при тече-

нии воды и гидросмеси со скоростью выше критической в зависимости от параметров транс-

портируемого материала, диаметра трубопровода, материала труб, длины и геодезических 

подъемов участков магистрали. Исследовано влияние длины участка полиэтиленовой трубы на 

гидравлические уклоны, обусловленные присутствием в транспортируемом материале частиц раз-

личных фракций. 

Ключевые слова: гидравлический уклон, критическая скорость, полиэтиленовые трубы. 
 

Введение. Наиболее перспективным методом повышения эффективности сис-

тем трубопроводного транспорта горно-обогатительных комбинатов (ГОК) являет- 
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